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基于波动理论的带式输送机动张力及不打滑研究
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摘 要:针对带式输送机连续性方程采用偏微分法进行动态分析存在求解复杂的问题，建立带式输送

机弹性连续动力学方程，在用达朗贝尔原理对带式输送机弹性波动特性进行分析的基础上，揭示了弹

性波在带式输送机二分支边界上的透射和反射传播特性，得出了反射系数和透射系数之和为 1 的特
性，并由此建立了带式输送机纵向波动动力学方程，求解出了机头重锤张紧的不同工况下带式输送机

启动和制动过程中输送带极限动张力，并以此得出了带式输送机启( 制) 动过程中的不打滑条件。
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Study on dynamic tension and non － slipping of belt
conveyor based on the wave theory

PANG Xiao-xu1，2，LI Yu-jin3，LI Jun-xia1，2，KOU Zi-ming1，2

( 1． School of Mechanical Engineering，Taiyuan University of Technology，Taiyuan 030024，China;

2． Shanxi Provincial Technical Ｒesearch Center( Lab) of Mine Fluid Control Engineering，Taiyuan 030024，China;

3． Beijing Huayu Engineering Company Limited，Sino － Coal International Engineering Group，Beijing 100011，China)

Abstract: According to a continuous equation of the belt conveyor，a partial differential method was applied to dynamically analyze compli-
cated problems existed． The elastic continued dynamics equation was established． Based on the D'Alemberts principle applied to analyze
the elastic fluctuation features，the paper revealed the transmission and reflection propagation features of the elastic wave at the second
branch boundary of the belt conveyor． The features with a sum of the reflection coefficient and the transmission coefficient being one were
obtained． Thus a longitudinal fluctuation dynamics model of the belt conveyor was established． The limit dynamic tension occurred in the
starting and braking process of the belt conveyor was solved under the different performances of a heavy hammer tension at the conveyor
head． The non － slipping condition occurred in the stating and braking process of the belt conveyor was derived．
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0 引 言

带式输送机在非稳定运行状态下启( 制) 动过

程，除了受静张力作用之外，还受速度变化引起的动

张力的影响，且影响非常大，因此带式输送机在启

( 制) 动过程中的动张力变化是其进行动态分析的

关键因素［1 － 2］。在带式输送机启( 制) 动过程中，静

张力和动张力相互叠加，会引起驱动滚筒处的张力

重新分配，并很可能导致其不平稳运行［3］。对于带
式输送机波动特性的研究，前苏联、澳大利亚和德国
的研究人员分别对其弹性波动特性及黏弹性动态进

行了研究，并取得了一定的成果［4 － 5］。国内宋伟刚
等建立了带式输送机黏弹性动力学方程，但是在离

散求解过程中忽略了黏性阻尼系数的影响［6 － 7］，且

黏弹性动力学方程是含参变量较多的偏微分方程，
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尤其是带式输送机黏弹性连续性方程具有非齐次特

性条件下，对其求解过程相当繁琐，不易于对带式输

送机进行快速定量分析，基于此，笔者将输送带看作

匀质线弹性体，根据波的传播机理对带式输送机的

动力学过程进行分析，研究采用机头重锤张紧带式

输送机的动张力特性及不打滑条件。

1 带式输送机弹性连续动力学方程

输送带上任意一点受到扰动时，扰动都将以波

的形式进行传播，该波以平面纵波( P 波) 和横波( S
波) 2 种形式进行传播，相对于带式输送机纵向波动
而言，带式输送机宽度方向上的波动可以忽略不计，

因此笔者主要分析带式输送机纵向波动特性。机头
驱动且在机头重锤张紧的带式输送机假定为均匀的

一维弹性杆，机头重锤张紧带式输送机简化模型和

受力分析如图 1 所示，在带式输送机运行方向 X 上
距改向滚筒 x处取一微元段 dx，对其在时间 t 内的
纵向动态特性进行分析，由文献［8 － 11］可知带式
输送机的弹性纵波动力学方程为

2u
t2

= c2 
2u
x2

( 1)

式中: c为弹性纵波传播速度，c = EA /槡 ρ; E 为输送
带的弹性模量; A为输送带横截面面积; ρ 为输送带
线质量; u为输送带产生的动位移。

S( x，t) 为输送带在 x处的张力

图 1 带式输送机简化模型和受力分析

由式( 1) 可知，其符合一维弹性波的波动方程，
即达朗贝尔公式。由达朗贝尔原理可知，式( 1 ) 的
通解为

u( x，t) = f( x + ct) + g( x － ct) ( 2)
其中: f和 g为任意形式的函数，其具体形式取

决于初始条件和边界条件。f为逆波，表示函数 f 以
速度 c逆着 X 方向在输送带内传播; g 为顺波，表示
函数 g以速度 c顺着 X方向在输送带内传播。带式

输送机对于任意的扰动，总是以行波的形式分别向

左右传播，整体波形为顺波和逆波的叠加。式( 1 )
的解在确定边界条件及初始条件后可以由行波法求

得，但求解过程相对比较繁琐。

2 弹性波在输送带二分支边界的特性分析

当带式输送机启动或停止时，产生的沿输送带

承载分支和回程分支传播的弹性波( 入射波) 分别

向带式输送机机尾传播，当遇到承载分支和回程分

支在改向滚筒交界处时，由于承载分支和回程分支

的密度不同，弹性入射波将分解为反射波和透射波。
其中反射波向着驱动滚筒传播，透射波越过边界沿

着回程分支向驱动滚筒方向传播。
由斯奈尔定理和佐普瑞兹方程可知，弹性波在

2 种不同介质中传播时，当入射波法线入射时，反射
系数 Ｒ和透射系数 T分别为

Ｒ =
Z2 － Z1

Z1 + Z2
=
ρ2c2 － ρ1c1
ρ2c2 + ρ1c1

T =
2Z1

Z1 + Z2
=

2ρ1c1
ρ2c2 + ρ1c

{
1

( 3)

其中: Z1、Z2 为 2 种介质的波阻抗，且分别有
Z1 = ρ1c1 和 Z2 = ρ2c2 ; c1、c2 分别为波在 2 种介质中
的传播速度; ρ1 和 ρ2 分别为 2 种介质的线质量。对

于带式输送机而言，Z = ρc = EA槡 ρ。
由于带式输送机承载分支的线质量一般都大于

回程分支的线质量，因此回程分支的波速永远大于

承载分支的波速，而波阻抗则是承载分支大于回程

分支。在此将承载分支和回程分支看作具有不同密
度的 2 种介质，则当入射波由承载分支传入回程分
支时，其反射系数和透射系数分别为

Ｒ =
ZH － ZC

ZH + ZC
=
ρHcH － ρCcC
ρHcH + ρCcC

＜ 0

T =
2ZC

ZH + ZC
=

2ρCcC
ρCcC + ρHc

{
H

( 4)

其中: ZH 为回程分支波阻抗; ZC 为承载分支波

阻抗; ρH 为承载分支线质量; cH 为承载分支波传播
速度; ρC 为回程分支线质量; cC 为回程分支波传播
速度。由式( 4) 可知，反射波系数 Ｒ 为负值，则说明
波由承载分支( 波密介质) 传入回程分支( 波疏介

质) 时，反射波的相位和入射波的相位相反，即入射

波为张力波，则反射波为压缩波。因此承载分支上
反射波传回的点上总动张力是减小的，这种现象也

叫半波损失。透射波系数为正值，则说明透射波和
39
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入射波具有相同的相位，其透过改向滚筒沿着回程

分支向驱动滚筒处传播。
当入射波由回程分支向承载分支传播时，其反

射系数和透射系数分别为

Ｒ =
ZC － ZH

ZC + ZH
=
ρCcC － ρHcH
ρCcC + ρHcH

＞ 0

T =
2ZH

ZC + ZH
=

2ρHcH
ρCcC + ρHc

{
H

( 5)

由式( 5) 可知，反射系数和透射系数都大于 0。
则说明波由回程分支( 波疏介质) 向承载分支( 波密

介质) 传播时，反射波、透射波和入射波的相位一
致，即入射波为压力波，则反射波和透射波也为压力

波。则回程分支上反射波传回的点上总动张力是增
大的，透射波则沿承载分支向驱动滚筒处传播。
由以上分析可知，无论波从承载分支向回程分

支传播，还是回程分支向承载分支传播，透射波都和

入射波具有相同的相位，且反射系数和透射系数具

有以下关系: Ｒ + T = 1。

3 带式输送机启动时纵向波动动力学方程

由以上分析知，带式输送机启动过程中，入射

波、反射波和透射波的叠加和传播构成了带式输送
机过渡过程中的动力学现象。对带式输送机进行分
析中，采用偏微分方程进行解析求解，但是偏微分方

程的求解非常复杂。而对于采用预启动的带式输送
机可以采用更简明的方法进行求解［12 － 14］。
假设带式输送机驱动滚筒与输送带之间不存在

滑动，输送带是匀质线弹性体，忽略输送带挠度变化

引起的输送带长度变化。则非稳定工况下，带式输
送机的动张力 Sd 由波阻抗的定义知:

Sd = ZV = ρcV
F = d( mV) /dt = Vdm1 /dt + m2dV /dt
其中: V为输送带截面的位移速度; F 为驱动装

置的剩余驱动力，为电动机的驱动力与输送带静阻

力之差; m为带式输送机总等效质量; V为带式输送
机运行速度; m1为带式输送机平动部分的质量; m2

为带式输送机转动部分的质量。对于机头重锤张紧
的带式输送机，其动力学方程为［10 － 12］:

F = Tg /Ｒg － Fu = VρCcC + m2dV /dt ( 6)
其中: Tg为电动机输出转矩; Ｒg为驱动滚筒半

径; Fu为带式输送机运行阻力。对于机头重锤张紧
的带式输送机，驱动滚筒输送带奔离点处的静张力

为重锤质量的 1 /2，动张力为 0。则在初始条件为

t = 0，V = 0 时，V ( t) =［1 － exp ( － tcCρC /m2) ］F /
( cCρC ) 。带式输送机运行加速度 a ( t) = F［1 － exp
( － tcCρC /m2) ］/m2，输送带驱动滚筒处趋入点的动

张力为 Sd1 ( t ) = cCρCV ( t ) = F［1 － exp ( － tcCρC /
m2 ) ］。分析带式输送机空载启动和重载启动 2 种
工况下的 Sd1 ( t) 。

1) 空载启动。空载启动时，带式输送机承载分
支和回程分支的线质量可以近似看作相等，此时由

弹性波在输送带二分支边界上的特性可知，反射系

数为零，即不发生反射。当弹性波传递到重锤张紧
处时，波在此发生反射，反射系数为负值，然后波沿

输送带返回到驱动滚筒处，此时弹性波经历的时间

等于其 2 次环绕带式输送机的时间。由以上分析可
知，当弹性波到达驱动滚筒处时，带式输送机驱动滚

筒处趋入点动张力降低到极限值为

Sd1 ( t) = c'Cρ'CV( t) = F'［1 － exp( － tc'Cρ'C /m2) ］

式中: c'C 为空载时输送带承载分支的波速; ρ'C 为空
载时输送带承载分支的密度; F'为空载时带式输送
机驱动装置的剩余力。

2) 重载启动。带式输送机承载分支的密度大
于回程分支点密度，故弹性波传递到上下分支的分

界处时，一部分波将发生反射，反射系数为负值，此

时，引起带式输送机驱动滚筒趋入点的动张力降低。
弹性波在此时间段内 Sd1 ( t) 极限值为
Sd1 ( t) = c″Cρ″CV( t) = F″［1 － exp( － tc″Cρ″C /m2) ］

式中: c″C 为重载时输送带承载分支的波速; ρ″C 为重
载时输送带承载分支的密度; F″为重载时带式输送
机驱动装置的剩余力。
带式输送机启动时不打滑的条件为

S1 + Sd1 ≤ S2exp( μα0 ) ( 7)
其中: S1 为输送带在驱动滚筒上趋入点的静张

力; S2 为输送带在驱动滚筒上奔离点的静张力; α0

为输送带在驱动滚筒上的围包角; μ 为驱动滚筒与
输送带间的摩擦因数。由式( 7 ) 可知，保证带式输
送机启动时不打滑所需要的重锤重力 G = 2S'2，其
中，S'2 为重载和空载启动时两者中的最大值。

4 带式输送机制动时纵向波动动力学方程

带式输送机的制动过程虽然和启动过程有很多

相似之处，但是带式输送机启动前的张力图是未知

的，制动前的张力图和带式输送机稳定运行时是一

致的，制动设计的不合理导致在停机过程中会产生

很大的震荡，停机过程中过低的张紧力会造成带式
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输送机叠带和打滑等事故，过大的减速度会导致带

式输送机产生很大的振动及打滑等［12 － 14］。
机头重锤张紧的带式输送机制动时的微分方程

为［7，13 － 14］:

m2d( v0 － v) /dt + cCρC ( v0 － v) = F1 + Fz ( 8)
其中: v0 为带式输送机稳定运行时的速度; v 为

带式输送机制动时的瞬时速度; F1 为承载分支的运

行静阻力; Fz 为等效到滚筒外缘的制动力。初始条
件 t = 0 时，v = v0，则式( 8) 的解为

v( t) = v0 + exp
－ tcCρC
m2

－( )1 F1 + Fz

cCρC
a1 ( t) = － exp( － tcCρC /m2 ) ( F1 + Fz ) /m2

Sd1 ( t) = cCρC ( v0 － v( t) ) =
( F1 + Fz) ［exp( － tcCρC /m2 ) － 1］
同启动工况一样，驱动滚筒奔离点的动张力为

0，静张力为重锤质量的 1 /2。
1) 空载制动。空载带式输送机进行制动停车
时，驱动滚筒处的趋入点的最小张力在反射波从重

锤张紧处返回经历时间 t = 2( L /c'C + L /cH ) 后出现，
则此时带式输送机启动时输送带在驱动滚筒处趋入

点的动张力 Sd1 = ( F'1 + Fz) ［exp ( － tc'Cρ'C /m2 ) －
1］，其中: F'1 为空载时带式输送机运行静阻力。

2) 重载制动。重载带式输送机进行制动停车
时，弹性波在带式输送机二分支边界上发生反射，反

射系数为负值，当反射波传递到驱动滚筒时，趋入点

的张力达到最小，弹性波传播时间为 t = 2L /cC。则
趋入点的动张力 Sd1 = ( F″1 + Fz) ［exp ( － ct″Cρ″C /
m2 ) － 1］。带式输送机制动时不打滑的条件为 S2≤
( S1 － Sd1 ) exp( μα0 ) 。

5 结 论

揭示了带式输送机弹性波在承载分支和空载分

支二分支边界的特性，导出了弹性波由承载分支和

空载分支之间传播的透射系数和反射系数。建立了
机头重锤张紧带式输送机纵向波动动力学方程，求

得了带式输送机启动时输送带在驱动滚筒处趋入点

的极限动张力。根据波动特性，求解了不同工况下
带式输送机的极限动张力，并得出了考虑动张力的

带式输送机不打滑的条件。
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